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Sei G eine reduktive algebraische Gruppe, die iiber einem algebra&h 
abgeschlossenen Kiirper k der Charakteristik Null definiert ist, und V eine 
Darstellung von G. Dann besagt das Theorem von Hochster und Roberts 
[4], da13 der Ring R der G-invarianten Polynome auf V Cohen- 
Macaulaysch ist. Daher ist der kanonische Modul oR von R deliniert, und 
es stellt sich nun zum Beispiel die Frage, wann oR ein Geradenbiindel, 
d.h. R Gorenstein ist. Fiir Darstellungen endlicher Gruppen ohne 
Pseudospiegelungen hat Watanabe [14] gezeigt, da13 dies genau dann der 
Fall ist, wenn die Gruppe unimodular operiert. Fiir Tori ist die 
Unimodularitat immer noch hinreichend [13, 13.31, und fur halbeinfache 
Gruppen ist der Invariantenring immer Gorenstein. Daher liegt es nahe 
zu vermuten (Hochster, Stanley), da13 Invariantenringe unimodularer 
Darstellungen Gorenstein sind. Dies ist aber im allgemeinen falsch, wie der 
folgende Satz zeigt (mit V//G := Spec R): 
SATZ 1. Sei G eine reduktive Gruppe und V eine Darstellung von G. 
Dann gibt es eine reduktive Gruppe G und eine mod&are Darstellung P von 
G mit v//G E V//G. 
Beweis. Sei c := SI, x Sl, x G und P := k2 0 k3 @ V. Dabei operiere Sl, 
nur auf dem ersten Summanden und SI, nur auf dem zweiten. Wenn 
schliel3lich 2” der Determinantencharakter von G auf V ist, so operiere G 
auf k2 (bzw. k3) durch Multiplikation mit A, (bzw. A;‘). Wegen 
rf/SI, x SI, E V als G-Varietaten, folgt die Behauptung. 1 
Die Situation ist aber nicht so schlecht, wie sie nach Satz 1 scheinen mag. 
Sei V, := {v E VI dim G, > 0} die Menge der Vektoren mit unendlicher 
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Standgruppe. Weiter sei A,, (bzw. A,,) der Determinantencharakter von G 
auf V (bzw. auf der adjungierten Darstellung). Aad ist hiichstens dann nicht 
trivial, wenn G unzusammenhlngend ist. Da G die Killingform invariant 
la&, gilt & = 1. 
KATZ 2. Es gelte: 
(a) Die generische Bahn von G in V ist abgeschlossen. 
(b) Die Kodimension von V, in V ist mindestens zwei. 
Cc) A,= kd* 
Dann ist I///G Gorenstein. 
Bemerkung. Die im Beweis von Satz 1 konstruierten Darstellungen 
verletzen die Bedingungen (a) und (b). 
Es gibt noch weitere Griinde, den kanonischen Modul zu untersuchen. 
Sei a, die Dimension des Raumes aller homogenen invarianten Polynome 
auf V vom Grad i, und x R := Cim_,, a,ti die zugehiirige erzeugende Reihe. 
Da wI( ebenfalls graduiert ist, kann man analog xoR bilden. Es ist bekannt, 
da13 beide Reihen die Potenzreihenentwicklung rationaler Funktionen sind, 
und es besteht der Zusammenhang x,,(t) = ( - 1 )dX,J t - ‘) mit d = dim V//G 
[12]. Sei qR := -deg xR. Dann ist qR gleich dem kleinsten Grad eines 
nichttrivialen Elements aus wR. Dies wird beniitzt, urn folgenden Satz zu 
zeigen: 
SATZ 3. (i) Die generische Bahn von G in V sei abgeschlossen, und 
die generische Standgruppe sei endlich. Sei e der minimale Grad eines 
G-semiinvarianten Polynoms auf V zum Charakter A,- 1,‘. Dann gilt 
qR < dim V + e. 
(ii) Falls G keine nichttrivialen Charaktere hat, gilt qR <dim V. 
Falls die Kodimension von V, in V mindestens zwei ist, gilt in beiden Fallen 
sogar Gleichheit. 
Wir haben such eine Abschatzung nach unten, die sogar fur beliebige 
Darstellungen gtiltig ist. Im nachsten Satz ist Go die Zusammenhangskom- 
ponente der Eins von G. Der halbeinfache Teil von G ist S := [Go, Go]. 
Schlieglich ist V~O := V/VGo. 
SATZ 4. Sei G eine reduktive Gruppe und V eine beliebige Darstellung. 
Dann gilt 
qR B dim V//G 
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Gleichheit besteht genau dann, wenn jede G-Invariante auf V,O konstant ist 
und G auf V”” unimodular operiert. 
Falls die generische Bahn von G in V abgeschlossen ist, dann gilt sogar 
qR 2 dim V//S. 
Dies verbessert die Abschatzung qR > 0 von Kempf [S]. Sei f,, . . . . fdE R 
ein homogenes System von Parametern, d.h. die f, sind homogen, 
algebraisch unabhangig, und R ist ein endlich erzeugter Modul iiber 
R, := k[fI, . . ..fJ. Die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von R ist dann 
lquivalent dazu, dal3 R sogar ein freier R,-Modul ist [4]. Sei g, , . . . . g, eine 
R,-Basis von R. Sei weiter ai := degf, and bi := deg g,. Dann ist 
tb’ + . . . + tbr 
X”(‘)=(l-r”‘)...(l-r”“)’ 
also qR = xi ai - max, b,. Aus Satz 4 folgt somit 
max bi < c ai - dim V//G. 
I I 
Dies ergibt einen Algorithmus, urn aus einem homogenen System von 
Parametern ein Erzeugendensystem von R zu bestimmen (s. [lo]). 
Die Abschltzung nach oben ist vor allem interessant, wenn V koregular, 
d.h. R ein Polynomring ist. In diesem Fall ist r = 1 und g, z 1, d.h. 
qR = xi a,. Wir nehmen weiterhin an, da13 V keinen trivialen Summanden 
besitzt. Dann ist ai 2 2, sowie d< dim V-dim G. Aus Satz 3 folgt dann 
sofort dim V< 2 dim G + e, was eine starke Einschrankung fiir V ist, 
insbesondere, wenn G keine Charaktere hat (e = 0). 
Vereinbarung. Alle Varietaten seinen iiber einem algebraisch abge- 
schlossenen K&-per k der Charakteristik Null definiert. Varietaten sind 
irreduzibel. 
Ich werde im folgenden intensiv die Eigenschaften reflexiver Rang-l- 
Garben auf einer normalen Varietlt beniitzen (siehe etwa [2]). Eine 
koharente Garbe Y auf X heil3t reflex& wenn sie kanonisch isomorph zu 
ihrem Doppeldual 9 ” ” ist. Die duale Garbe 9” ist immer reflexiv. Der 
Rang von Y ist eins, wenn 4 fur den generischen Punkt r] ein eindimen- 
sionaler k,-Vektorraum ist. Ein Geradenbtindel auf X ist Rang-l-reflexiv. 
Die Umkehrung gilt genau dann, wenn X lokal faktoriell ist. Insbesondere 
ist die Einschrankung $9 JXng auf den glatten Teil von X ein Geradenbiindel. 
Ausgiebigen Gebrauch werde ich von der Tatsache machen, da13 man eine 
reflexive Garbe nur in Kodimension eins zu kennen braucht. Das sol1 
heigen: Sei U 5 X eine offene Menge, so dab die Kodimension von X\ U in 
X mindestens zwei ist, und j: U 4 X sei der Einbettungsmorphismus. Dann 
DER KANONISC~ MODUL 43 
ist 9 ++ j, 9 eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der reflexiven Garben 
auf U und der auf X. Die Umkehrung ist die Einschrankung j*. Da X 
normal ist, kann man dies insbesondere auf U := X,, anwenden. Man 
erhalt damit eine Aquivalenz zwischen Geradenbiindeln auf X,, und 
reflexiven Rang-1-Garben auf X. Fiir einen Divisor D auf X und eine 
reflexive Garbe Q sei dann S[O] :=j,(S 1 r,@&@ n V)). Wir definieren 
w  x := (/q” Q,)” ” mit n = dim X. Falls X Cohen-Macaulay ist, stimmt o, 
mit der dualisierenden Garbe iiberein, da diese reflexiv ist [3, 
Korollar 7.291. Fiir einen ~orphismus 9: X -+ Y sei zqy := (,A,’ s2x,y)“, 
mit 2 := dim X-dim Y. 
Sei nun G eine reduktive algebraische Gruppe, sowie X eine 
n-dimensionale normale alIme G-VarietHt. Weiter sei Y := X//G := 
Spec I!&.(X)’ das Spektrum des Invariantenringes, sowie 7~: X-t Y der 
Quotientenmorphismus. Die Dimension von Y sei d, und 1 :=n - d. Das 
folgende Lemma aus [9] (Lemma 2.1) ermoglicht es Quotienten- 
morphismen zu erkennen: 
LEMMA 1. Seien U and V afire Varietiiten, V sei ~orrna~. Sei cp: U -+ V 
ein surjektiver, biratio~a~er ~or~hism~s. Dunn ist cp ein ~somorph~sm~s. 
Der Quotient Y parametrisiert nicht alle Bahnen, sondern nur die 
abgeschlossenen, d.h. in jeder Faser von rr liegt genau eine abgeschlossene 
Bahn. Dann folgt aus Lemma 1: 7~: X + Y ist genau dann der Quotienten- 
morphismus, wenn gilt: Y ist allin und normal, rc is G-invariant und 
surjektiv, und es gibt eine Faser von 71, die genau eine abgeschlossene Bahn 
enthllt. 
Eine Folgerung aus Lunas Scheibensatz [S] ist, daI3 es eine offene 
Teilmenge UC Y gibt, so daB 7~: Z-‘(U) -+ U ein lokal triviales Faser- 
biindel beziiglich der etalen Topologie ist. Insbesondere ist es gere~htfertigt, 
von “der” generischen Faser von n zu sprechen, Wenn sie genau eine Bahn 
bildet, sagen wir, daB “die” generische Bahn abgeschlossen ist. Diese 
Bedingung kann man noch etwas abschwachen: 
Wenn nicht anders angegeben, setzen wir im folgenden immer voraus, daJ 
die generische Fuser von K eine offene, dichte Bahn enthiilt. Dies ist 
iiquivalent dazu, dal3 auf X jede invariante rationale Funktion Quotient 
invarianter regularer Funktionen ist. Ebenfalls ist dazu aquivalent, dal3 es 
einen Punkt x E X gibt mit dim Gx = dim X-dim Y. Dies schlieBt zum 
Beispiel fiir n > 2 die Operation von k* auf k” durch skalare Multiplikation 
aus. Die Voraussetzung ist automatisch erfiillt, wenn f!&(X) faktoriell ist, 
und G keine Charaktere unendiicher Ordnung besitzt (vgl. Satz 6b) unten). 
Eine Folge unserer Voraussetzung ist, daI3 es eine offene Teilmenge von X 
gibt, auf der die Standgruppen zueinander konjugiert sind. Man kann also 
wieder von “der” generischen Standgruppe sprechen. Allgemein kann man 
aber immer von der Dimension der generischen Standgruppe reden. 
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Sei Y0 s Y die offene Teilmenge aller glatten Punkte YE Y mit 
dim71-‘(y)=I,sowieX,:=~-‘(Y,)undX,:=X,,,nX,.DasKomplement 
von Y0 in Y (bzw. X,, in Xi) hat mindestens die Kodimension zwei. Wir 
betrachten nun die kanonische exakte Sequenz von Differentialmoduln: 
Diese Sequenz ist links exakt, da rc*sZ,,, lokal frei ist, der Kern aber nur 
aus Torsionselementen bestehen kann. Daraus ergibt sich kanonisch 
ein Morphismus rc*wyO @ A’ QX,,,,, --+ wXO, und damit ein Morphismus 
@: K*w,,,, + Horn,, (l\‘Q,,,, oXO) = zX,,,,@o,. 
den G-Invarianten irhalten wir 
Durch Ubergang zu 
Obwohl Qj im allgemeinen kein Isomorphismus ist, gilt: 
LEMMA 2. a0 ist ein Isomorphismus. 
Beweis. Die linke Garbe ist reflexiv und hat Rang eins. Die rechte 
Garbe ist torsionsfrei und hat hochstens Rang eins. Daher geniigt es zu 
zeigen, daB Go ein Isomorphismus in Kodimension eins ist. Sei D ein 
irreduzibler Divisor von Y,. Durch Verkleinern von Y,, kiinnen wir 
annehmen, da13 D= (fO) ein Hauptdivisor ist. Sei cl(D)=Cim,Di der 
zuhorige Divisor in X, . 
1. Fall: G ist endlich. Dann ist rXO,rO = 0. Sei Hi die Untergruppe von 
G, die Di punktweise invariant la&. Dann ist Hi zyklisch der Ordnung mi, 
und lokal (in der Ctalen Topologie) sieht 71 aus wie (xi, x2, . . . . X,)H 
(XT’, x2, *.., x,). ox0 wird erzeugt von dx, A .. . A dx, und damit of0 von 
xy’- ’ dx, A . . . A dx,, was aber such o y0 erzeugt. Also ist @,, em 
Isomorphismus. 
2. Fall: G ist beliebig remduktiv. Sei m das kleinste gemeinsame 
Vielfache der Multiplizitlten mi. Weiter sei Y’ := {(y, t) E Y,, x 
A’lfo(u) = t”> d ie m-fach in D verzweigte Uberlagerung von YO, und p,,, 
die zugehiirige Galoisgruppe. Wir setzen X” :=X,x ,,,, Y’. Sei X’ die 
Normalisierung von X”. Wir erhalten folgendes Diagramm: 
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Sei cp := tp” 0 cp’. Es ist X’//p,,, = X0 und X’JJG = Y’, denn o, und 71’ sind sur- 
jektiv und generisch Quotientenmorphismen (Lemma 1). Die Q, und Q0 
entsprechenden Morphismen fur das Paar (xl, Y’) seien Qi’ bzw. @&. Nach 
Konstruktion ist Z’ glatt in Kodimension eins, d.h. durch Entfernen einer 
abgeschlossenen Menge der Kodimension zwei kiinnen wir erreichen, dal3 
7t’ glatt ist. Dies bedeutet, da13 @’ und damit erst recht @& ein 
Isomorphismus ist. Es gilt ‘pn*~xO,Yo=BX”IY~r da das rechte Quadrat 
kartesisch ist. Weiterhin besteht die exakte Sequenz 
sz XV,y8 ist lokal frei, und damit ist der Kern des linken Pfeils genau der 
Torsionsuntermodul. Nach Konstruktion wird X” in einer Ctalen 
Umgebung von cp- ‘(Oi) durch die Gleichung tm = xy beschrieben. Wegen 
mi / m sind die Zweige von X” in cp-‘(DJ glatt, insbesondere ist f2,,,,* = 0. 
Dies ergibt zusammen mit der Flachheit von v, 
Fiir p,,, ist das Lemma schon bewiesen. Damit folgt 
(Yp*~X~Y” = w,Q und (~o*w4~m=r:Y*’ 
Also gilt 
SchlieSlich erhalten wir daraus 
Sei D, die Summe aller irreduziblen Divisoren auf X mit kodim y a(D) 
3 2. Dies sind ebenfalls die Komponenten der Kodimension eins von 
X\X,. Sei j: X,ciX die offene Einbettung. Dann ist j,(r,,yO~wX,,)= 
up ~~,Yo~xcP~,1~” ” und wir erhalten, wenn wir noch @,, invertieren 
LEMMA 3. Fiir jedes p gibt es einen kanonischen Morphismus 
YP ist injektiv und ein Isomorphismus in Kodimension eins. Fiir geniigend 
grojes p ist YP ein Isomorphismus. 
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Dieser Satz ntitzt natiirlich nichts, wenn man rXly nicht kennt. Wir ver- 
feinern dazu zunachst die Konstruktion aus [6]. Sei g := Lie G. Jedes 4 E g 
induziert ein Vektorfeld 5, auf X Dies liefert einen kanonischen 
Homomorphismus Cr: 52, + g* Qk Co,. Sei T(X, G) oder kurz f der Kokern 
von Cc. Weiter sei Mtf := M/Torsion M fur einen t?&-Modul 44. 
LEMMA 4. Folgende Sequenz ist exakt: 
Beweis. Betrachte folgende exakte Sequenz von Differentialmoduln: 
7C*Qy-+~2x+QRx,y-‘0. 
Der Modul rc*sZ y wird von Elementen der Form f@dg erzeugt, wobei g 
eine invariante Funktion auf X ist. Es gilt E(fdg)(t) =fdg(c,) = 
X,(g) = 0. Also verschwindet 12 auf dem Bild von n*SZ ,,, d.h. Cr faktorisiert 
durch 52,,. Nach unserer allgemeinen Voraussetzung gibt es eine offene, 
dichte Teilmenge U c X, so da13 die Bahn jedes XE U (schematisch) 
dicht in der Faser ~‘(rc(x)) ist. In diesen Punkten gilt daher QX,y,,X = 
(g/gJ* c g*, d.h. 2 a X,y + g* Qk c&. ist injektiv auf U. Dies bedeutet, daB 
der Kern von Cc ein Torsionsmodul ist. Da aber g* Qk c?, torsionsfrei ist, ist 
Kern Cc = Torsion a,,. 1 
Sei Tt := Torsion r und r’ := /I - ‘(r,). Weiter sei I, fur einen 
irreduziblen Divisor D c X die Lange des OX,.-moduls Tr Q 0X,,o, sowie 
D, := CD Z,D. Setze nun noch 1:= (Age/r)” ” mit g := dim G und 
0 := 0, := A” g. Dann erhalt man: 
LEMMA 5. zxly= A[D,]Q, 0. 
Beweis. Da es sich wieder urn reflexive Garben handelt, gentigt es den 
Isomorphismus in Komdimension eins nachzuweisen. Sei dazu D c X ein 
irreduzibler Divisor und f ein Erzeuger des maximalen Ideals von Co,,.. 
Dann gibt es nach dem Elementarteilersatz eine Basis si, . . . . s, von 
mwx,, und nattirliche Zahlen a,, . . . . a,, so da13 fn’s,, . . . . f”‘s, eine Basis 
van Q$,,Q f.%,, bilden. Dabei ist 1, = cf=, a,. Also ist A’C2’&Q c?& = 
A'r'[-IDD]oo~,,, und damit tX,,QOX,.=(A’T’)v [IDD]QOX,,. 
Die kurze exakte Sequenz 
liefert dann A’r’QAg-‘ItcQ~~.DrQ*QkC?Y,, und damit die 
Behauptung. 1 
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Daraus folgt das Hauptergebnis dieser Arbeit: 
SATZ 5. Fur jedes p gibt es einen kanonischen Morphismus 
~~:~*COO~~~c~rclO~xCP~lrl~V”IG-)~~ 
YP ist injektiv und ein Isomorphismus in Kodimension eins. Fiir geniigend 
groaes p ist YP ein Isomorphismus. 
Es bleibt noch der Modul r zu untersuchen. Nach Definition ist 
Sz, 4 g* Qk c?, jB r-+ 0 exakt. Geht man zu den Fasern in einem Punkt 
x E X iiber und dualisiert, so erhllt man 
wobei T,, der Zariskitangentialraum von X in x und y die Ableitung der 
Orbitabbildung ist. Also gilt r, g 9:. Dieser Zusammenhang la& sich 
globalisieren. Sei !$ & G x X das Standgruppenschema der Wirking von G 
auf X Als Menge ist $j gleich {(g, x) E G x XI gx = x}. Es wird durch die 
Gleichungen f(gx) =f(x) fur all fe C!&(X) definiert. Weiter sei V der 
Konormalenmodul von X= {e} x X in $3. Der Modul V ist ein Quotient 
des Konormalenmoduls g* Ok 0x von X in G x X. Die Relationen erhllt 
man, indem man die definierenden Gleichungen von $ nach g ableitet: 
0 = df(<,) E g* Ok 6Jx mit fo Co,(X). Dies liefert die exakte Sequenz 
Offenbar ist a’ = c? und damit r= %?. 
Leider laf3t sich iiber 1 nicht vie1 sagen. Folgendes ergibt sich aus der 
obigen Diskussion von ZT 
LEMMA 6. (a) Wenn die generische Standgruppe von G in X endlich ist, 
dann ist ;1 kanonisch trivial. Dies ist immer der Fall, wenn G effektiv operiert 
und der halbeinfache Teil von G verschwindet. 
(b) Es gibt einen nichttrivialen Homomorphismus AgP’g* Qk 0, + 1. 
Bemerkung. A 1lBt sich such folgendermal3en konstruieren: A”-’ gX ist 
fur einen allgemeinen Punkt x E X eine Gerade in A”-’ g und liefert damit 
einen rationalen Morphismus 6: X-+ P(Ag-’ g). Da X normal ist, ist 6 bis 
auf eine Menge von mindestens Kodimension zwei detiniert. Sei O( 1) 
das kanonische Geradenbiindel auf dem projektiven Raum. Dann ist 
i = 6*0( 1). 
ijber die Divisoren D, und D, ist etwas mehr bekannt. 
Bezeichnung. Fiir eine irreduzible, abgeschlossene Go-invariante 
‘MI ‘121 I-4 
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Teilmenge Z sei s(Z) die Dimension der Standgruppe eines generischen 
Punktes von Z. 
Sei 9 die Menge aller Go-invarianten, irreduziblen Divisoren D in X. Wir 
teilen $3 in vier Typen ein: 
I. Die Kodimension von x(D) in Y ist mindestens zwei. Dies sind 
die Divisoren aus denen D, zusammengesetzt ist. 
II. rr: D + Y ist dominant. 
III. x(D) ist ein Divisor in Y, aber n-‘(n(x)) enthalt fur kein XE D 
eine offene Bahn. Dies ist aquivalent zu dim D//Go = dim X//G - 1 und 
s(D) > s(X). 
IV. z(D) ist ein Divisor von Y, und s(D) = s(X). 
Wie man sich leicht iiberlegt, sind fast alle D E 9 vom Typ IV. Wenn wir 
Ds :=Leg (s(D) - s(X)) D setzen, so gilt: 
SATZ 6. (a) supp D, = supp D, und D, 2 D,. 
(b) Falls die Charaktergruppe von G und die Divisorklassengruppe von 
X Torsionsgruppen sind, dann sind alle D E 9 vom Typ III oder IV. 
(c) Falls der halbeinfache Teil van G verschwindet, dann ist D, = D,, 
und D, ist genau die Summe der Divisoren vom Typ II. 
(d) Falls der halbeinfache Teil von G verschwindet, X rationale 
Singularitaten hat und D, ein Cartierdivisor ist, dann ist Yo: 
rt.JOOk w~[D,~])~ -+ coy ein Isomorphismus. 
Beweis. (a) Sei DE 9. Dann ist nach Definition die Multiplizitlt von 
D in D, gleich der Lange des Lo,,,-Moduls T, Q Ox,D. Diese ist mindestens 
dim,, rC3 k, - rg I-= s(D) - s(X), wobei k, der Restklassenkorper von 
co ist. Dies zeigt die Ungleichung. Bei s(D) = s(X) ist f 0 Co,,, 
tG:onsfrei, woraus die erste Behauptung folgt. 
(b) Sei Doe53 und D:=&o,o o Dfj. Dann gibt es nach Vorausset- 
zung eine positive ganze Zahl q und eine Funktion f mit qD = (f). und 
cx G + O:(X): gt+fgf-’ ist ein 1-Kozykel. Es geniigt zu zeigen, da13 
H’(G, B:(X)) eine Torsionsgruppe ist. Denn dann gibt es eine positive 
ganze Zahl p und eine Einheit h auf X mit c(g)” = hghhl, d.h. fO :=fphhl 
ist ein Invariante mit pqD = (fo). Also ist x(D) ein Divisor. 
Sei E := G/Go und A := O:(X). Ein Teil der Ftinftermsequenz, die zur 
Hochschildspektralsequenz gehort, ist dann: 
H’(E, A) + H’(G, A) -+ H’(G’, A)! 
Die Gruppe links ist eine Torsionsgruppe, da E endlich ist. Weil Go zusam- 
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menhlngend ist, gilt H’( Go, A)E = H1 ( Go, k*)! Dieselbe Ftinftermsequenz 
mit k* anstelle A liefert: 
H’(G, k*) + H’(G’, k*)E --f H2(E, k*). 
Die linke Gruppe ist jedoch nach Annahme eine Torsionsgruppe, und die 
rechte ebenfalls, wieder weil E endlich ist. 
(c) Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, 
da13 G ein Torus ist, der auf X effektiv operiert. Sei DE 9 mit 
s(D) > s(X) = 0. Sei H der generische Stabilisator von D. Wegen der 
Starrheit von H in G gilt D c XH, und damit D z D//H 4 X//H. Aus Dimen- 
sionsgriinden ist diese Abbildung dominant. Also ist such D + Y domi- 
nant, d.h. D ist vom Typ II. Die restliche Behauptung ist gezeigt, wenn wir 
beweisen, dal3 die Multiplizitlt von D in D, eins ist. Nach Lunas Scheiben- 
satz [S] gibt es eine offene Tielmenge U’ von Y, so daB 71: n- ‘(U’) + U’ 
ein beziiglich der etalen Topologie lokal triviales Faserbiindel ist, d.h. es 
gibt eine etale Uberlagerung U -+ U’ mit c’( U’) x ur Uz G x U. Nach 
unserer allgemeinen Voraussetzung hat G eine offene, dichte Bahn in G, 
d.h. G ist eine afftne, normale Toruseinbettung. Uns interessiert nur eine 
offene G-invariante Umgebung von D. Daher konnen wir annehmen, da13 
G= (k*)’ mit Koordinaten ti und X= kx (k*)‘--l x Y mit Koordinaten 
xi, yi ist, sowie D = {x, =O}. Nach Lemma 3 wird dann r von den dti 
erzeugt mit den Relationen xi dti = 0. Also ist 1, = 1. 
(d) Nach [ 111 gibt es einen projektiven, birationalen Morphismus 
cp: H-, Y, mit folgender Eigenschaft: Die Komponente X von Xx y y, die 
dominant iiber P liegt, ist flach iiber y. Nach Hironaka konnen wir P sogar 
glatt wahlen. AuBerdem ersetzen wir noch B durch sine Normalisierung. 
Dann ist ii nicht mehr unbedingt flach, aber immer noch aquidimensional. 
Insbesondere ist D, = @. Wir erhalten folgendes Diagramm: 
Nach [l] hat such Y rationale Singularitlten, was insbesondere 
(p*or = oy bedeutet. Es gilt such @*ox = w,, denn: Sei 4: 8+ W eine 
Desingularisierung. Dann ist ox = C$ * 4 * 02 C_ (p .+ wr c ox. Wir wollen nun 
Satz 5 auf it: R-P P anwenden. Allerdings sind X und P nicht mehr allin. 
Die Aussage von Satz 5 ist jedoch trotzdem giiltig, da sie lokal fur Y ist 
und fur eine afline, offene Menge U von P und die Abbildung ii-‘(U) -+ U 
all Voraussetzungen erftillt sind. Wir konstruieren nun die Umkehrung von 
‘PO. Nach Voraussetzung ist Ox[D,] und damit such Cp*Ox[D,] ein 
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Geradenbiindel, insbesondere also reflexiv. Wegen 6, c + - ‘(D,) (nach c), 
hier geht ein, da8 der halbeinfache Teil verschwindet) gibt es einen 
kanonischen Morphismus @[D,] + @*C!&[D,]. Dies liefert 
Die Umkehrung von !PO ist schliel3lich 
Typisches Beispiel einer G-Varietat mit D, # 0 ist die Gruppe Sl,,, die 
von links auf den n x n-Matrizen operiert. Die Varietlt x’ := {(A, t) E 
A!,,, x k 1 det A = t2} ist ein Beispiel fur eine Gruppenoperation mit D, # D,. 
Ich kenne allerdings keines mit einer glatten Varietat. Wenn es eines gibt, 
dann gibt es nach Lunas Scheibensatz [S] sogar eine Darstellung mit ein- 
dimensionalen Quotienten und D, # D,. 
KOROLLAR 1. Sei Xfaktoriell mit rationalen Singularitiiten. Dann gibt es 
einen kanonischen Isomorphismus 
Beweis. Sei S := [Go, Go] der halbeinfache Teil von G und 2 :=X//S. 
Weiter sei H der Kern der Wirkung von G auf Z, sowie h := Lie H, 
A := G/H and a := Lie A. Dann ist n’: X+ Z ebenfalls der Quotienten- 
morphismus von X beziiglich H und n”: Z + Y der von Y beziiglich A. 
Wegen D,. = 0 (Satz 6b)), ist 
n;(@,O, 4X H)CD,(X WI 0 4’ + oz (*I 
ein Isomorphismus. Z ist ebenfalls faktoriell mit rationalen Singularitlten 
[ 11. Nach Satz 6d) ist 
x1(@, Ok @zCD,(Z, A)1 0 mzJA + my (**I 
ein Isomorphismus. Durch Einsetzen von (*) in (**) ergibt sich die 
Behauptung, wenn wir noch zeigen: 
(i) @G = OH@,& 0, 
(ii) W, WD,W, WI= ~,,(X H)CD,W, WI 0 ~‘*&4D,( K A)1 
(i) ist klar. 
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(ii) Betrachte folgendes Diagramm: 
1 I I 
O- a*Ok f?&------+ 9”Qk ox- ~*O,OX- 0 
Nach [6] Satz 2 ist x’: X-+ Z glatt in Kodimension eins. Daher ist Sz,, 
torsionfrei und der rechte senkrechte Pfeil injektiv in Kodimension eins. 
Das Schlangenlemma ergibt dann fur die Kokerne: Die Sequenz 
0 + &*I-(Z, A) --f F(X, G) + F(X, II) -+ 0 
ist exakt in Kodimension ems. Weiterhin ist f(Z, A) ein Torsionsmodul 
(Lemma 6(a)). Daher ist A(X, G) = /1(X, H) und DJX, G) = D,(X, H) + 
x’*D,(z, A). fl 
Sei X, := {x E XI gx # 0 f. Sat2 2 ist nun ein Spezialfall von 
KOROLLAR 2. Sei X faktoriell mit rationalen Singularittiten. Es gelte 
kodim, X, > 2. Dann ist Y,, : n*( 0 Ok CIJ*)~ + o y ein Isomorphismus. 
Insbesondere ist Y Gorenstein, wenn 0 Ok wx iiquivariant trivial ist. 
Bemerkungen. 1. Mit Hilfe des Satzes von Luna und Richardson [9] 
kann man eine beliebige Darstellung auf den Fall reduzieren, da0 die 
generische Standgruppe trivial und die generische Bahn abgeschlossen ist. 
2. In [?] sind alle Darstellungen einfacher Gruppen, sowie alle 
irreduziblen Darstellungen halbeinfacher Gruppen aufgeftihrt, fiir die 
kodim y V, d 1 ist. 
3. Sei p3 die Gruppe der dritten Einheitswurzeln mit dem 
kanonischen Charakter 5. Setze G := Sf, x p3 und V:= k20 k2Q k mit 
folgender Operation: Sit operiere nicht trivial auf den beiden ersten 
Summanden und p1 mit den Charakteren 5, 1, [. Man sieht leicht mit 
Watanabes Kriterium, daB der Quotient nicht Gorenstein ist. ErklHrung: 
Bedingung (b) von Satz 2 ist verletzt. 
4. Sei G := O(2) die orthogonale Gruppe. Sei Vi die defmierende 
Darstellung, V, := A2 I/, , sowie V(n) := I’, @ I’?“. Es sei n 2 2. Dann gilt: 
V(n)//G ist genau dann Gorenstein, wenn V(n) nicht unimodular ist (in is 
gerade). Hier ist A,, # 1. 
Sei ab jetzt C&(X) positiv graduiert, d.h. O,(X) = @z 0 Si mit 
SiSj c Siti und So = k. Weiter habe X rationale Singularitaten. Wir wollen 
q y nach oben abschatzen. Wie in der Einleitung erwahnt, geniigt es, den 
Grad eines Elements aus wy zu kennen. Dazu miissen wir ein ~-invariantes 
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Element aus 0 Ok n[o, J @w, linden. Zunlchst bemerken wir, dal3 
1?&[0,] einen kanonischen G-invarianten Schnitt besitzt. Daher miissen 
wir ein invariantes Element in QOk 10 wx linden. Wenn 2 trivial ist, 
erhalten wir 
K~RoLLAR 3. Sei OX(X) positiv graduiert. X habe rationale 
Singularitiiten. Die generische Standgruppe sei endlich. Weiter sei d der Grad 
eines G-invarianten Elements aus 0 @‘k ox. Dann ist q y < d. 
Beweis von Satz 3. (i) ist ein Spezialfall von Korollar 3. Denn sei f 
ein G-semiinvariantes Polynom zum Charakter Av. 1;‘. Dann ist 
f.8Qdxl A ‘.. A dx, (mit 0 = k0) invariant mit dem Grad d = e + n. 
Wenn X faktoriell ist und G keine nichttrivialen Charaktere hat, wird A 
von einem G-invarianten Element s erzeugt. Nach Lemma 6(b) gibt es 
Elemente aus 1 mit dem Grad 0, namlich im Bild von A”-‘g* @ 1. Also 
gilt deg s < 0, woraus (ii) folgt. 
Der letzte Teil folgt direkt aus Korollar 2. 1 
Bemerkungen. 1. Unter den angegebenen Voraussetzungen gibt es 
immer eine Semiinvariante zum Charakter x := 1,. 2,’ : Sei x ein 
generischer Punkt und H seine Standgruppe. Da H endlich ist, ist der 
Tangentialraum der Bahn Gx in x isomorph zu g. Also ist V = g @ N als 
H-Modul mit trivialer Operation auf N [S]. Es gilt daher x IH= 1 und x 
induziert eine Funktion f0 auf G/H = Gx. Da Gx abgeschlossen und G 
linear reduktiv ist, 1aDt sich f, zu einer Semiinvariante f auf V fortsetzen. 
Der Charakter zu f ist x. 
2. Falls die generische Bahn nicht abgeschlossen ist, braucht es aller- 
dings keine Semiinvariante zum Charakter x zu geben, z.B. G := k* und 
V := k. Auch wenn die generische Bahn abgeschlossen, aber die generische 
Standgruppe unendlich ist, gibt es im allgemeinen keine solche Semi- 
invariante: Sei G die orthogonale Gruppe O(n) mit n > 3 ungerade und 
V := k” die definierende Darstellung. Dann ist x nicht trivial. Der SO(n)- 
Invariantenring wird von der invarianten quadratischen Form erzeugt. 
Also ist jede SO(n)-Invariante such O(n)-invariant, insbesondere gibt es 
keine Semiinvarianten zu einem nichttrivialen Charakter. 
Beweis von Satz 4. Sei zunlchst die generische Bahn abgeschlossen. 
Beziiglich des Quotienten 3: V+ P := V//S enthllt V keinen Divisor vom 
Typ III (Satz 6(b)). Da Y faktoriell ist, ist or und daher such ii*or 
ein Geradenbiindel. Also kann man den kanonischen Morphismus 
ii*0 yxreg =** Adf-b,,,-‘AJQfi-~(Yieg) ( mit d :=dim P) auf ganz V fortset- 
zen. Der kleinste Grad eines Elements aus Ad 51, ist d. Dies liefert 
qr > d= dim V//S. Der kleinste Grad eines Elements in 8@, w  r ist qy. 
Aus Satz 6(d) folgt daher q Y > q r und damit q Y > dim V//S. 
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Sei jetzt I/ eine beliebige Darstellung von G. Nach [8] gibt es eine offene 
Teilmenge Y” von Y, so da13 c’( Yo) + Y” ein &tales Faserbiindel ist. Sei 
XE c’( Y”) ein Punkt mit abgeschlossener Bahn und H := G, seine 
Standgruppe. Weiter sei W := V’ der Fixraum und N := N,(H) der Nor- 
malisator von H. Dann sind H und N wieder reduktiv. Aus dem Theorem 
von Luna und Richardson [9] folgt, da8 Y kanonisch isomorph zu W//N 
ist und da8 die generische Bahn von N in W abgeschlossen ist. Sei S der 
halbeinfache Teil von N. Dann ist q ,, 3 dim WI/S 2 dim W//N = dim V//G. 
Sei nun q y = dim Y = d. Dann steht bei den Ungleichungen 
dim Y<dim 8<qP<qr 
iiberall Gleichheit (9= W//S). Wir haben oben gesehen, da13 es einen 
Morphismus @: **up -+ Ad R,= A” W* Qk 0, gibt. Wo ii glatt ist, 
ordnet @ einem Punkt x die Pliickerkoordinaten von (ker dti,)l E W* zu. 
Sei nun w  ein homogener Erzeuger von or. Dann ist @(it*(w)) eine 
S-invariante homogene d-Form auf W mit dem Grad q r = d und damit 
konstant. Daraus folgt, dal3 der Raum U := ker dit, z W unabhangig vom 
generischen Punkt x ist. Daher faktorisiert 2 durch W+ W/U. Wegen 
dim P= dim W/U, und da it zusammenhlngende Fasern hat, ist Wf U + P 
birational und surjektiv, also ein Isomorphismus (Lemma 1). Da die 
generische Bahn auf W abgeschlossen ist, ist U = 0 und S operiert trivial 
auf W. Wegen dim Y = dim P operiert such No trivial. Nach Korollar 2 ist 
dann (?I*w~)~ = w  y. Also gibt es eine N-invariante d-Form mit Grad d auf 
W, d.h. N operiert unimodular auf W. Daraus folgt insbesondere, da13 Y 
Gorenstein ist. Da der Morphismus W + Y endlich ist, ist der Schnitt von 
W mit jeder Faser von 7~ endlich. Daraus folgt dim n-i(y) < 
dim V - dim Y, d.h. ‘II ist Lquidimensional. Dann gibt es aber wieder einen 
Morphismus Z*O y + Ad !Z2 “, und wie oben folgt, dal3 rc durch V + V/U’ 
faktorisiert, so da13 V/U’ -+ Y endlich ist. Daher gibt es keine nichtkonstan- 
ten Invarianten auf U’, Go operiert trivial und G/Go unimodular auf 
vpJr. 1 
Bemerkung. Wenn die generische Bahn nicht abgeschlossen ist, gilt im 
allgemeinen nicht q y > dim V//S: Sei G := k* und V := k. Dann ist q ,, = 0, 
aber dim Vff S = 1. 
Eine weitere Anwendung von Korollar 1 ist 
KOROLLAR 4. Sei V eine Darstellung der halbeinfachen Gruppe G. Der 
Invariantenring werde von einem homogenen Polynom f erzeugt. Sei 
s := s( f -l(O)) -s(V). Dann gilt deg f < dim V/(s + 1). Ffir Gleichheit ist 
notwendig, daj3 die generische Standgruppe endlich ist. 
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Beweis. A werde von a erzeugt. Da G halbeinfach ist, ist a invariant. Es 
gilt deg a < 0 mit Gleichheit genau dann, wenn die generische Standgruppe 
endlich ist (vgl. [6, Kor. 41). Weiter gilt deg D, 2 deg D, 2 s degf: Weil w  y 
(bzw. o ,,) von einem Element vom Grad dim V (bzw. degf) erzeugt wird, 
folgt deg f< dim V- deg a - s degf< dim V-s deff, und daraus die 
Behauptung. 1 
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